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Masaaki　AMANo
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abst】ract
　By　introducing　the　system　represented　by　multi・dimensional　kernels（or　multi－dimensiona1
丘1ters），　here　is　discussed　the　procedure　of　the　synthesis　of　optilnum　system　in　the　sense　of　the
minimum　power　of　the　error　signal　which　indicates　the　dif［erence　betweetn　the　system　output
and　the　desired　output．　While　the　system　input　is　a　member　of　the　stationary　stochastic　pro－
cess　in　a　broad　sense．
　And　the　problem　of　optimum　multi・dimensional且lter　is　discussed　as　one　of　the　applications．
1．　まえがき
N．Wiener，　Y’W’Lee等により多次元核（多次
元フィルター）を持つ系が導入された1）2）3）。
　本報告は，このような系の最適問題を考える。さら
に，その最適フィルター問題への応用をのべる。
　本報告では，かんたんの為に，上述の系への入力信
号は，すべて広義の定常確率過程に属するものとす
る。
2．　多次元核による系について
　広義の定常確率過程に属する入力信号f（のを，線
形フィルターh（τ）を通過させた時の出力ζ（t）は
ζ（t）一∫lh（・）f（t－・）d・　　　（1）
と表わすことができる。この出力ζ（のを，たとえば
二乗素子に通過させた場合の出力ξ（のは
　ξ（t）＝ζ（t）2
　　－∬1・（・・）h（・・）！（t－・・）f（t－・・）d・・d・・（・）
と表わすことができる。一般にn乗素子を通過させた
出力ξ（のは
ξω一ζ（の・一∬1……∫lh（・・）h（・・）…・－
　　h（τ。）f（t－・、）f（t一τ，）・…一一．f（t－・n）・
　　dτldτ2……，dτn　　　　　　　　（3）
と表わすことができる。ただしh（τ）はインパルス応
答関数であって，物理的実現可能条件
　　　　h（・）イ8）：；認　　　　（4｝
を満足しているものとする。（3）においてh（τ・）h（τ2）
…h（τn）は（3｝で表わされる系のn次元核と呼ばれてい
る。これはさらに一般的にh（τ1，τ2，…，τn）とかく
ことができるから以後あらためて，これを，多次元核
（多次元フィルター）と呼ぶことにする。したがって
（3）は
ξ（の一∬1・…・・
　　∫lh（τ1・………・Tn）f（t一τ1）！（’一・・〉…・・
　　f（t一τn）dτ、d・、……dτ。　　　　　（5）
とかかれる。
　しかし乍ら，上のような単一のn乗素子のみならず，
さらに一般的に次のような非線型オペレーターを用意
することもできる。
　　　ξ（t）＝M（ζ（t））
（6）で表わされるオペレーターMを
　　　　　　　　　　　　　　　ξ（t）＝M｛ζ（の｝＝ΣA・ζ（t）α
　　　　　　　　　　αbO
）
6
（
｛7｝
なるζ（t）＝0の近傍におけるテーラー展開可能なオペ
レーターとして定義することにする。形式的に，（7｝は
収束することを仮定すれば，実際問題として有限和で
取り扱われる。
　17｝の具体的モデルとしてオペレーターMをeLξにえ
らべば係数・4・は
（233）
　　　　A・－M（・）（0α！）一議
となる。
　さて，（1）を（7）に代入すれば次式をうる。
ξ（つ一A・呼・∬：・一
（8）
　　∫lh（・・）h（・・）－h（・・）・f（t－・・）f（t－・・）・…・・
　　f（t一τα）dτldτ2・・・…　dτα　　　　，　　　　　　　　　　　（9｝
　上式において，h（τ1）h（τ2）…h（τ。）をより一般に
h（τ1，　T2，…，τのでおきかえれば，（9）を一般化した非線
型オペレーター
ξ（の一A・＋爵ん∬1……
　　∫lh（τ1・・27－・・の・f（t－・・）f（t－・・）・－
　　f（t一τ。）dτ、dτ2……dτ。　　　　　　a◎
をうる。（4）の性質から，拡張された物理的実現可能条
件
　ゐ（τ、，・、，…，τ・）
　　イ艶’◆”の：1諜：1：；：：：：：夏1　ao
を仮定する。しかし乍ら（1）において，インパルス応答
h（τ）はT≧τ≧0なる有限時間Tに対して値を持ち，
τ＞T，τく0，で零となるならば
ζ（’）一∫1殉∫（t－r）dT　　　〔12）
となる。これに対応して⑩は
ξ（の一A・・翻∫1∫。
　　∫lh（…2）……・研（t－・・）f（t－・・）一
　　！（t一τ・）dτ、dτ2……dτ。　　　　　　圖
とかくことができる。この系においてT→oOとおけば
α①をうるから，以後⑯の系で考えていくことにする。
したおって多次元核h（τ1，r2，…，τのの満足すべき実
現可能条件は
　h（τ1，τ2，・・…・，τ。）
　　一｛ゐ艶’濃1貨1諜：｝：1：：：：：駕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14
となる。
　さて，このような多次核に対応する系の伝達関数と
多次元核の関係は次のような拡張されたフーリエ変換
対で定義することができる。すなわち，
饗灘蘭鍵の一∫二∫二
∫：．．h（’・t・・一’の8軸・ビ・・・……
　e－s・‘・dt，dt，……dt・
h（tl，　t・，……・・の一暢ア∫ll．．∫ll．．…
∫ll．．玖51………・・の・・…θ・……－
　eS・t・dslds2……ds。
ただし
　　　Si　＝τi　＋」’CDi（i＝1，2ジ…・・，α）
　　　rt，ωiは実数
3．最適な系について
㈲
㈹
㈲
　このようにしてえられた出力ξ（のとして，ある，
あらかじめ設定された希望出力Z（のを要求したい。
このような問題はとくに重要である。たとえばフィー
ドバック系を等価的に表わせばU3）の形に属することは
容易に示される。
　しかし乍ら，一般にX（のとξ（のとは一致しない
から
　　　　e（t）　＝x（t）一ξ（の　　　　　　　　　（18）
なる’誤差に対するオペレーターRによって，R・e（t）
を何らかの設定条件に持っていくようにξ（のを制御
しなければならない。そこで，計算上，又，物理的な
意味との関連にS6　V9て，オペtz・一・ターRを
　　　　R・e（の＝E［e（の2コ　　　　　　　　圃
とおくことにする。ここでEは期待値を示す。そうす
れば働は誤差信号e（ののパワーを示すことになる。
よってag）を最小にする各多次元核h（τ，・τ2・…・τのを
最適多次元核，と名づけることにする。
　閲と共にas）を適用すれば⑲は次式となる。
　E［e（の2コ
　　＝Ao2－2AoE［z（t）コートE［2（t）2コ
　　ー2二ん∫1∫1……
　　　∫Xh（・…2）……・Ta）ipi．…d・……・d・a
　　・・A・勲∫1∫1……
　　　∫lh（τ1………・・a）・61．…dT2…・・’dTa
　　＋婁モ　譜一4一αノ1β∫『一一・∫『∫『・・一曾・
　　　∫。h（T1……・T・）・（・・t・・・・・………pl）φ；詳・
　　　dτi……dτ。dτlt－・dτβt　　　　　圃
（234）
ただし，
φ1。・＝E［X（“）f（t一τ1）！（t一τ，）…f（t一τ・）コ刎
φ2。・＝E［f（t－・、）！（t一τ、）一・f（t一τ・）コ
φ，。βττ！＝E［f（t一τ1）f（t一τ、）……
　f（t－・・）ノ（t一τ11）f（t一τ、’）……
囲
　　！（卜・のコ　　　　　　　　圏
　ここで⑳の多次元核h（τ，，τ2，……，τ・）に対して変
分δh（τ1，τ2，・一，τ。）＝ηg（τ、，τ2，……，τ。）をとるこ
とによって，EEe（の2コを最小にする為の必要十分条
件として次式の連立積分方程式をうる。ただしηは任
意のスカラー，9は任意の多次元核である。
ip1βT’－A・ip・β・・`か・∬1－
　　∫lh（τ1，・・，……，・・）φ、・・・…dTl・－drev　e4
ただし，T≧τiノ≧0（i＝1，2，・…t・β）
　　　　β＝1＾2，　・・一・・，　Oo
　実際問題としてはαはたとえば有限の正のva　aまで
で切れるから，したおって，βもaまでである。よっ
て図は末知数がα個（各奴τ1，τ，，……，τ。））の連立積
分方程式となる。一般に図の解h（τ，，τ2，……，τ・）（α＝
1・2，……）が求める最適多次元核であって，そのとき
の出力ξ（t）が2（t）の最も良い近以となる。そのと
きの最小誤差のパワーは四を⑳の最後の項に代入する
ことによって次式となる。
　E［e（t）2］min＝A。2－2AoE［z（のコ十E［x（t）2コ
　　ーシ・∫1∫『……
　　　∫1・（τ1，・・，……・・）φ1・・d・，d・・……d・・
　　㌔茎品∫1∫1－・
　　　∫lh（τ1，・・，一一，・・）φ…d・・d・、……d・a－tl・・
あるいは，上式をまとめれば
・［e（t）2コ・・・・…E［（・（・）－A・）・･A・∬1－
　　∫lh（τ1・………，・・）｛φ1・・－A・φ・a・｝・
　　d・・d・・……dτ・　　　　　　　e6）
4．最適フィルター一問題
　このようにして図でえられる解によって所望の出力
z（のにできるだけ相以な出力がえられるのだけれど
も，今入力！（のが，たとえば信号X（t），雑音or（t）
の和，
　　　　f（の＝x（の十ツ（の　　　　　　　　　㈱
で与えられている揚合，希望出力2（のを信号X（の
そのものと設定する。ここでX（の，y（のは広義の定
常過程とし，それらは互いに独立とする。さらに一般
性を失わずに，それぞれの平均値を零と仮定する。そ
うすれば⑳，⑳，囲から次式がえられる。
　　　　　　　ぴ　φ〆＝E［xπ（Vi＋yi）コ　　　　　囲
　　　　　　i＝1
（235）
　ただしX＝・X（の，zri　＝X（t一τi），　yi　＝＝y（t一τi）と
おく。
　　　　aφ・ατ＝E［π（Xi＋yi）コ
　　　　1＝1
　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　a
φ・・βτ「t＝E［．π（c・　＋ort）π（；L・・　t＋yi・）コ
1＝1 i＝1
團
βo）
　ただしVi1＝x（t一τi　t），　ytt＝y（t一τit）とおく
　そこでたとえばα＝1，2，すなわち高々2次元核ま
で考えるとすれば
φ・・τ＝E［X（X・＋ツ1）コ＝E［XX，コ＋E［a；oriコ
　　＝E〔xτ1コ　　　　　　　　　　　　　　　　β1）
φ12「＝E［∬＠、＋y、）（X2＋y，）コ
　　＝E［¢（X、X、＋Xlor、＋orlX、＋　YI：Y、）コ
　　＝E［XXIX2コ十E［XX】Y2コ十E［X2y1］十E［Yloy2コ
　　：E〔xx、X、コ　　　　　　　　　幽
　φ21τ＝E［x，十〇r1⊃＝E［x1コ十E［or1コ＝0　　　　圃
9622τ　・・　E［（　Ci＋ツ、）（X、＋ツ，）コ＝E［X，X，コ＋E［XIY，コ
　　＋E［orlX，コ＋E［ツ1y、コ＝E［XIX，コ＋EEy，or、コ図
同様に
　φ311ττ1＝E［（X1十Yl）（Xlノ十ツ1）コ
　　；E［Xlxltコ十E［YiYit］　　　　　　　　　　　（35｝
．fb312TTt＝E［（x、＋Yl）（X、ノ＋ツ、’）（X、ノ＋or、りコ
　　＝E［（X1十Yl）（XltX2t十tlrツ2t十5／1ノ£21十ツ1ノツ2’）コ
　＝＝E［xlxltx2ノコ＋E［311　y、ノツ、’コ
φ321τ』珂：（Xl十ζy1）＠，＋rc，）（Xlノ＋ツ21）コ
　＝E［X、X、X、1コ＋E［y，y，ツ2ノコ
φ322ττノ
B6）
㈱
　　＝EE（X，＋or1）（X，＋or，）（Xl’＋y、り（V2t＋OV，ノ）コ
　　＝E［X、X・X！t：・1コ＋E［X、X2コE［ッ1／y・’コ
　　＋E［XIx1ノコE［Y2　Y2tコ十E［XIx2ノコEEor，3／1ノコ
　　＋E［X、X、’コE［y，y、ノコ＋E［X，X，ノコE［y、y，ノコ
　　＋E［X・ノX、’コE［ツ10r、コ＋E［or，or，ツ1ノツ、’コ
　　＝E［x，x・コEE・Tltx2ノコ＋E［Xlx・tコE［x・x2tj
　　＋EEx，X・’コE［X、X、ノコ＋E［X、X，コE［ッ・ノッ、’コ
　　＋E［XIX・’コE［ッ・ッ・’コ＋E［π1謝コE〔OV・or・’コ
　　＋E［X・X、ノコE［汐1ッ・1コ＋E〔X・X2ノコE［Y、rv、’コ
　　＋E［X・tt；・’コE［YI・Y，コ＋E［OV、or，コE［ori／y、1コ
　　＋E［or，or・！コE［y，ツ2ノコ＋E［ツ，y2tコE〔or，ツ1t］（38）
となる。したがって図は
　　　　　　　h（τ1）φ311・・ldτ1
　　　　　　0
　　　＋A，　h（τ、，τ2）95321・・ldτエdτ2
　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）
φ・…－A・∫
　　　　∫1∫
φ12・・－A・φ22・1－A，∫lh（τ1）φ・・・…dτ1
　　＋A・∫1∫lh（・…）φ・2・…d・・d・・
となる。
　しかし，通常はとくに制御系等において信号X（の，
雑音y（のは正規分布として近以的に置きかえられる
からそのような意味で信号，雑音を正規過程と仮定す
れば
　φ、2τ＝0
　φ3エ2ττノ＝0＝φ32、TT’
となり，その他は零ならずであるから働は
?｛
φ1・・t・・A1∫lh（τ1）φ311…d・・
－A・φ22・’－A・∫1∫lh（τ1，・・）φ322…d・，d・・鱒
となる。
　ここでE［Vl　V2］，　E［orlY2コは信号，雑音の自己相関
数である。したがってこの形を決めることによって他
の2変数に関する共分数も同様にして決定される。
　さて90）の場合には誤差の最小パワーは圃から
　E［e（の2コ皿in・＝E［（Z（の一・4。）2コ
　　ー［A・∫lh（・1）φ11・d・・
　　－A・A・∫1∫lh（τ1…）φ…dτld・・］　9・
となる。
　さて，鋤の入力をより一般化した入力について考え
よう。もしも信号X（のと雑音ン（t）がf［X，yコなる
X，orに関して解析的な関数で結合するならば
　！（の＝．ブ［x（の，ツ（のコ
　　　ee　　　　tO　　＝Σz］　Bt　mX（t）t　y（t）m　　　　　　働
　　　L＝Om＝O
なる2変数のマクローリン展開形が仮定できる。よっ
て囮を⑳，（22），⑳に代入することによって，それぞれ
次式をうる。このとき2（りは前と同様に信号X（の
そのものとする。又X（t）とy（t）は独立とする。
φ1・・一・［磁（轟翻・i…1・・・…i）］
　　「茎誰。巣謙。（ii、B…i）E［，1μ司・
　　　E［、1、y・・i］　　　　　　9・）
同様に
　　　　de　　　　　　　　　　　　co
　φ2・τ＝Σ…Σ　Σ…
　　　　tユ＝OLa＝OM1＝O
　　謀。（逢、B…i）E［1幽］E［潅、・司94
　　　　　　tO　　　　　　　　　　　co　　　　　　　　　　co
　φ3・βττ1＝Σ……Σ　　Σ……
　　　　　‘・，”L、＝o己α，？πα＝o己、んりn、1＝。
轟護ρ噛裂β・ノの
・肱か・副刈・磁急・凸ヅ〆・］㈲
　たとえば2TはU2）で
補i縁讃＿灰
とおくことに相当する。したがってα＝1，2のみを
考えれば
φ1・「嚢。評・・m・E［　・1　・］E［・・1・・］－E［　1コ
となって⑳と一致する。又
　　　　co　　　　co　　　　co　　　　co　φ12τ＝ΣΣΣΣBt　、m、Bt、m，E［X」Clt・X21・コ・
　　　　凄1苫ol2＝oMl”oM2＝o
　　E［ツIMiツ2M2コ
　　　co　　　　　co　　＝ΣΣ｛Bt、7n，E［　z；　tia　2L　2コ・E［ov2M2コ
　　　t2＝OM2＝0
　　十Bl　2m2E［XX2t2コE馳1ツ2M2コ｝
　　・＝E［XXIx2コE［：1コ十E［xx2］E［：V1コ
　　＋E＠∬・コEEッ・コ＋E［X］E［ッ・ッ・コ＝E［XX・X・］
となって岡と一致する。同様にしてφ2、τ，φ22τも容易
に幽図と一致することがわかる。さらに㈲から
　　　　　　ca　　　　　　　　co　　　　　　　　　ΣBt、m、BBt、〆肌、E［Xiε・Xl！1・！コ・φ31、ττ！＝　 Σ　　　　11、Ml＝OL1ム皿1’＝O
　　E［YIM・YltM・勺
　　　　tU　　＝ΣBl／M、t｛E［x，xノ己・’コE［rvltm・’コ
　　　tIノ，Mlt＝O
　　十E〔Lvltt・t］E［Lyl　yltm・tコ｝
　　＝E［XIXItコE［1コ十E［XltコE〔ツ1コ
　　十E［x1コE［bl，ノコ十E［1コE［：5riツitコ
　　＝E［X，X，ノコ十E［oy，ツ，iコ
となって岡と一致する。φ312ττ’，φ32、ττ1，g5322τ「tに
ついても同様である。
　そして，これまでの議論が意味を持つ為には，一般
に圖の出力ξ（のが安定な信号波でなければならな
い。したがって，明らかに
∫1∫1……
　　∫lih（・…一・T・）1d・・d・・－d・・く・・
なる条件を満足することを仮定している。
5，あとがき
　広義の定常過程に属する入力f（のに対して圏で示
される非線型オペレーターの作用を受ける系を考えた
場合，ある所望の出力2（のを取り出す為の最適な系
は結局誤差の最小パワーの意味で図の解で与えられ
る。そのときの誤差の最小パワーは蘭で与えられる。
　又，信号と雑音が國の形で結合している場合，信号
そのものをとりだす為の最適多次元フィルターは圃，
國，圏がそれぞれ圏，図，鯛となり，その条件下で？4
（236）
の解を求めれば良いことになった。同様に誤差の最小
パワーは㈲又は㈲で与えられる。但し信号，雑音は互
いに独立とし，一般性を失わずに平均値零を仮定し
た。
　個々の具体的なシンセシス例は別の機会に報告した
いo
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付　　録
変分δゐ＝η9を⑳に与えたときの誤差信号のパワー
E［e（t）2n］は次式となる。
E［e（t）2ηコ＝A。2－2！1。E［z（t）コ＋E［x（t）2コ
　　ー・婁、んい・・＋・9・・）（φ・a・－A・il・aT）d・a
　　　OP　　　co　　十ΣΣA・Ap・
　　　α＝1β＝1
　　∫．ふ，・（h・・＋・・9・・）（hpr’
　　＋rpgP・’）φ，。P・・’dw・dvβt＝E〔e（t）2コ
　　ー2η婁、A・・∫．．・・r（φ…－A・φ・α蜘
…蕪紬∫謡，勘τ’φ・・βTr’d・・d・・t
　　・揺シ峨ふ，’9・ty・”ip・・Pτr’d・・d・pt
　　＝E〔e（の2］－2Mη十L　　　　　　　　（A－1）
ただし，h（τ1，　T2，……，τα）＝haτ
　　　　9（τ1，τ2，……，τ・）＝9・τ
∫1∫1……∫1・…d…t…・…一い　
∬1－∫1・dτ1／d・・ノ…・・…P・－S．，・・d・・’
とおいた。
　ここに
L一涛㈹ﾜ轟～β∫。β’魚・9・・’il…β’τ’d…d・βt
－｛熱い・曝！（t－Tt）コ岡2＞・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－2）
　　　め＝ΣAβ
　　βFI
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－3）
　　　∫。β・9・・’｛（φ1β・LA・φ・β・’）
一温ん∫．．ん・・φ・aP・・！耐d・・’
　　ただし　T≧τlt，τ2tジ・…・，τP1≧0
したがってE［e（t）2コがいま最小である為には
（A－1）から
　　　　d（E［e（t　dη）2η⊃）］。。一・
なることが必要十分条件である。
　よって（A－4）から
　　　　M＝0
（A－4）
（A－5）
がなりたつ。（A－3）から9βτtは任意の多次元核で
あるから（A－5）がなりたっ為には
　　　　　　　　　co　φ1β・LA。φ2βτノ＝ΣA・
　　　　　　　　α＝1
　　（β：＝1，2，・…
　　　　 　∫．。h・・φ…ττ伽・
　　　　　　　・・，T≧τls，τ2’，・・…・，τpt≧0（A－6）
でなければならない。よって図がえられた。
（237）
